
« تعالͬ بسمه »

۱۴۰۱ ⁃۱۴۰۰ اول نیمسال پایان ترم⁃ امتحان یادگیری و آمار اطلاعات، نظریه

دهید. پاسخ آن اجزای تمامͬ به و خوانده دقت به را سوالات • : زمان •

بͽیرید. نظر در را زیر فرض آزمون .۱
H۰ : X۱, . . . , Xn

i.i.ⅾ.∼ P = N (۰, ۱)
H۱ : X۱, . . . , Xn

i.i.ⅾ.∼ Q = N (µ, ۱) (۱)

یعنͬ خطا کاهش بهینه نرخ فوق فرض آزمون برای (آ)

− lim
n→∞

۱
n
log β۱−ϵ

کنید. محاسبه را
توجه با I از ما برداشت Î و شده انتخاب فرض اندیس I کنید فرض بͽیرید. نظر در ها فرض روی یͺنواخت توزیع با بیزی حالت حال (ب)
لازم شده بیان کلاس در که مطالبی (اثبات ͬ آید م بدست زیر رابطه از خطا کاهش بهینه نرخ کلͬ حالت در دهید نشان نمونه هاست. به

نیست):

− lim
n→∞

۱
n
logP[Î 6= I] = max۰≤s≤۱− logEQ

[(
P (X)

Q(X)

)s]
را قبل قسمت فرض آزمون برای را آن مقدار نیست. f⁃انحراف ͷی البته که است معروف چرنف انحراف به عبارت این راست سمت

نمایید. محاسبه

مجذور زیان تابع تحت θ پارامتر تخمین زدن هدف است. [θ, θ + ۱] بازه روی یͺنواخت متغیری ،θ پارامتر با Uθ یͺنواخت تصادفͬ متغیر .۲
است. توزیع از iid مشاهده n روی از فاصله

کنید. محاسبه مدل این برای را فیشر اطلاعات ابتدا (آ)
دهید نشان Le-Cam دونقطه ای روش از استفاده با (ب)

inf
θ̂
sup
θ∈R

E[(θ − θ̂)۲] ≥ C

n۲

است. tight بالا کران دیͽر عبارت به میرسد. فوق کران به که کنید ارائه مسئله این برای ساده تخمینگر ͷی ضمنا
دارد؟ همخوانͬ مشابه مسائل برای معمول کرانهای با آیا فوق کران (ج)

فانو. نامساوی و ⁃انحراف f .۳
[۱ : M] روی یͺنواخت توزیع با متغیری M کنید فرض f⁃انحرافهاست. از استفاده با فانو نامساوی از سرراستͬ تعمیم ارائه مسئله این از هدف
شده داده PMX مشترک توزیع و است M ناپیدای فرض از ما مشاهده X یͺنواخت). پیشین توزیع با بیزی فرض آزمون مسئله در (مثلا باشد

باشد. pe با برابر خطا احتمال که کنید فرض است. شده داده TM̂ |X تصادفͬ تصمیم گیر قاعده ͷی ضمنا است.

دهید نشان بͽیرید. نظر در دلخواهͬ احتمال توزیع را QX (آ)

Df (PMXTM̂ |X ||PMQXTM̂ |X) = Df (PMX ||PMQX)

دهید نشان (ب)
Df (PMX ||PMQX) ≥ Df (PMM̂ ||PMQM̂ )

است. تصمیم گیری قاعده و PMX توزیع از شده القا حاشیه ای توزیع PMM̂ آن در که
دهید: نشان (ج)

Df (PMM̂ ||PMQM̂ ) ≥ Df (Ber(pe)||Ber(۱− ۱
M

))

بͽیرید: نتیجه نهایت در (د)

inf
QX

max
m

Df (PX|M=m||QX) ≥ inf
QX

Df (PMX ||PMQX) ≥ Df (Ber(pe)||Ber(۱− ۱
M

))

۱



مسئله این در ͬ شد. م تبدیل باینری فرض آزمون ͷی به مسئله و ͬ رفتند م هم دیدار به فضا از نقطه دو le-cam روش در مخلوط!! برابر در نقطه .۴
ͬ رود. م دیͽر نقاط از مجموعه ای دیدار به نقطه ͷی آن در که ͬ کنیم م بیان را روش این از ساده ای تعمیم

برقرار زیر شرط طوری که به باشند موجود Θ۱ ⊆ Θ مجموعه و θ۰ نقطه ℓ : Θ× Θ̂ 7→ R زیان تابع برای کنید فرض دقیقتر، صورت به (آ)
باشد:

ℓ(θ۰, a) + ℓ(θ۱, a) ≥ ∆, ∀a ∈ Θ̂, θ۱ ∈ Θ۱
است: برقرار زیر کران ،Θ۱ روی µ دلخواه احتمال توزیع هر برای دهید نشان

inf
θ̂

sup
θ∈Θ

Eθ[ℓ(θ, θ̂)] ≥
∆

۲ (۱− TV (Pθ۰ ,EµΘ۱Pθ۱))

است. مخلوط احتمال توزیع ͷی EµΘ۱Pθ۱ که کنید دقت

همین به است. برانگیز چالش دیͽر توزیع ͷی و ضربی مخلوط توزیع بین TV محاسبه خصوص به بالا کران محاسبه کلͬ حالت در (ب)
دهید: نشان ابتدا ͬ شود. م استفاده χ۲ فاصله بر مبتنͬ کرانͬ از منظور،

TV (P,Q)۲ ≤ cχ۲(P,Q)

است؟ چقدر c مقدار
دهید: نشان (ج)

۱+ χ۲(Eµ[Pθ], Q) = E
[∫

Pθ(x)Pθ′(x)

Q(x)
dx

]
بͽیرید: نتیجه را زیر رابطه سپس شده اند. تولید µ توزیع روی از و یͺدیͽر از مستقل θ, θ′ آن در که

۱+ χ۲(Eµ[P
⊗n
θ ], Q⊗n) = E

[(∫
Pθ(x)Pθ′(x)

Q(x)
dx

)n]
یͺنواختͬ. تست (د)

k مجموعه ͷی روی P توزیع ͷی از نمونه n مسئله این در ͬ کنیم. م بررسͬ را یͺنواختͬ کردن تست مسئله بالا، روش از مثالͬ عنوان به
دارد. فاصله TV فاصله تحت یͺنواخت توزیع از ϵ اندازه به حداقل یا است یͺنواخت یا فوق توزیع که ͬ دانیم م است. شده داده عضوی

است: زیر فرض آزمون بررسͬ مسئله این از هدف

H۰ : P ∼ U [۱ : k], vs H۱ : TV (P,U [۱ : k]) ≥ ϵ

نکته و است دلخواه عدد ͷی دهم ͷی) آوریم بدست دهم ͷی حداکثر خطای به رسیدن برای را n لازم نمونه های تعداد حداقل ͬ خواهیم م
باشند: برقرار زیر روابط که اینست دهم ͷی خطای از منظور ندارد!). خاصͬ

PU [۱:k][Ĥ = ۱] ≤ ۱
۱۰ ,

PQ[Ĥ = ۰] ≤ ۱
۱۰ , ∀Q : TV (U [۱ : k], Q) ≥ ϵ

است. Ω
(√

k
ϵ۲
)

مرتبه از n حداقل که دهید نشان

نمایید. استفاده قبل قسمتهای از سپس و کنید تبدیل مناسب زیان تابع با minmax فرم به را فرض آزمون مسئله قیود :۱ راهنمایی
دارد. قرار یͺنواخت توزیع از ϵ فاصله در ۱−۲ϵ

k احتمال با نقطه k۲ و ۱+۲ϵ
k احتمال با نقطه k۲ شامل Q توزیع هر :۲ راهنمایی

باشد. داشته بر در اضافه نمره ͬ تواند م و است! بلامانع دیͽر روشهای از استفاده با و قبل قسمتهای از مستقل قسمت این حل تذکر:

در آوردیم. بدست KL پوششͬ عدد مفهوم از استفاده با متقابل اطلاعات روی بالا کران بدست آوردن برای روش ͷی سرتاسری فانو روش در .۵
ͬ کنیم. م بیان TV فاصله زدن کران برای را آن مشابه مسئله، این

.(X۱, · · · , Xn)
iid∼ P ∈ P که کنید فرض و بͽیرید نظر در را احتمال توزیع های از P خانواده

که طوری به دارد وجود P̂ (X۱, · · · , Xn) تخمینگر که داد خواهیم نشان

sup
P∈P

EP [TV(P̂ , P )] ≤ C inf
ϵ>۰

(
ϵ+

√
logN(P,TV, ϵ)

n

)
(۲)

بͽیرید: نظر در را زیر تخمینگر حال باشد. (X۱, · · · , Xn) نمونه های از حاصل تجربی توزیع Pn که کنید فرض (آ)

P̃ = arg min
P∈P

TV (P, Pn)

ͬ رسد! نم سرانجامͬ به باشد، شده تشͺیل پیوسته توزیعهای از P خانواده که حالتͬ برای فوق تخمینگر که کنید استدلال

۲



که بیاورید یاد به (ب)
TV (P,Q) = sup

A
P (A)−Q(A)

به چیست؟). قبل قسمت با جمله این (ارتباط ͬ کند م مقایسه پیشامدها همه مجموعه روی را توزیع دو که اینست TV با اصلͬ مشͺل
ͬ کینم: م تعریف را زیر شبه⁃فاصله و ͬ کنیم م استفاده A پیشامدهای از زیرمجموعه ͷی از مشͺل، این رفع منظور

dist(P,Q) = sup
A∈A

|P (A)−Q(A)| (۳)

است. برقرار مثلث نامساوی که دهید نشان
دهید قرار (ج)

P̂ = arg min
P∈P

dist (P, Pn)

.dist(P̂ , P ) ≤ ۲ dist (P, Pn) دهید: نشان
(امتیازی.) (د)
دهید نشان

E [dist (P, Pn)] ≤
√

C log |A|
n

۱ ≤ i < j ≤ N هر برای حال بͽیرید. نظر در TV فاصله در را P از Q۱, · · · , QN ϵ⁃پوشش ͬ نماییم. م تعریف را A خانواده حال (ه)
کنید. اثبات را dist شبه⁃فاصله حسب بر را TV از زیر تقریب .Aij := {x : Qi(x) ≥ Qj(x)} کنید: تعریف

TV(P,Q) ≤ dist(P,Q) + ۴ϵ, ∀P,Q ∈ P

آورید. بدست را (۲) رابطه شده طͬ مراحل نظرگرفتن در با نهایت در (و)

۳


